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Inleiding

Deze inleiding geeft eerst een beknopt overzi
ht van de inhoud van dit boek. Vervolgens

bespreken we de opbouw van het boek. Tot slot geven we een korte studeeraanwijzing.

In hoofdstuk 1 introdu
eren we fun
ties van één variabele. Behalve een overzi
ht van

elementaire fun
ties komen ook het bepalen van nulpunten, oplossen van ongelijkheden

en rekenen met ma
hten aan bod.

Hoofdstuk 2 staat in het teken van de afgeleide van een fun
tie van één vari-

abele. Naast een aantal di�erentieerregels wordt ook de inverse fun
tie besproken en in

e
onomis
he zin de begrippen marginaliteit en elasti
iteit.

In hoofdstuk 3 introdu
eren we fun
ties van twee variabelen en het begrip niveau-

kromme. Nutsfun
ties van een 
onsument en een eerste introdu
tie in moderne porte-

feuilletheorie worden als e
onomis
he toepassingen behandeld.

Partiële afgeleiden en partieel di�erentiëren staan 
entraal in hoofdstuk 4. Verder

wordt het e
onomis
he begrip marginale substitutieverhouding in verband gebra
ht met

de raaklijn aan een niveaukromme.

Hoofdstuk 5 is geheel gewijd aan het bepalen van extrema van een fun
tie, al dan

niet onder nevenvoorwaarden. Als e
onomis
he toepassingen komen onder andere winst-

maximalisatie produ
ent, het E
onomi
 Order Quantity model, de regressielijn, nutsmaxi-

malisatie 
onsument, kostenminimalisering produ
ent en optimale investering in aandelen

aan de orde. Daarnaast worden 
onvexe en 
on
ave fun
ties apart behandeld omdat deze

fun
ties in veel e
onomis
he modellen gebruikt worden.

Tot slot wordt in hoofdstuk 6 het begrip integraal uitgelegd als middel om de op-

pervlakte van een gebied te bepalen. We gebruiken de integraal onder meer om het


onsumentensurplus te bepalen en voor het berekenen van kansen.

In dit boek is gekozen om de wiskundige en e
onomis
he onderwerpen in aparte para-

grafen te behandelen. In een wiskundige paragraaf volgen dire
t op de invoering van een

wiskundig begrip of een wiskundige te
hniek een (wiskundig) voorbeeld en een opgave.

Het voorbeeld is vaak een uitwerking of een toeli
hting van het betre�ende begrip of

van de wiskundige te
hniek; de opgave is een middel om het begrip of de te
hniek te

doorgronden. Eenzelfde opmerking aangaande de opgaven kunnen we geven voor de

e
onomis
h georiënteerde paragrafen.

Elk hoofdstuk wordt afgesloten met een paragraaf gemengde opgaven. Van alle

opgaven zijn de antwoorden opgenomen in de appendix.

Een eerste stap om wiskunde te leren begrijpen is door alle 
olleges die je univer-

siteit aanbiedt te volgen. E
ht begrijpen kun je wiskunde alleen maar door zelf de

opgaven (proberen) te maken. Het zal niet altijd lukken om meteen elke opgave op

te lossen. Dan is het raadzaam om nogmaals het voorbeeld dat dire
t voor de opgave

staat te bestuderen. Als dit niet voldoende is, zul je nogmaals in de tekst van het boek

xi



xii Inleiding

moeten duiken. Een andere optie is om gebruik te maken van de e-learningomgeving op

www.wiskundeoptiu.nl/voor-bedrijfse
onomen. Hier worden de belangrijkste begrippen

en te
hnieken aan de hand van een voorbeeld door een do
ent uitgelegd. Verder is hier

extra oefenmateriaal bes
hikbaar in de vorm van meerkeuzevragen. Als je alle opgaven

in de tekst hebt doorgewerkt, dan maak je de paragraaf met gemengde opgaven. Deze

opgaven bieden je de gelegenheid te 
ontroleren of je het hoofdstuk als geheel hebt

begrepen.



1

Fun
ties van één variabele

Fun
ties worden vaak gebruikt om verbanden tussen (e
onomis
he) variabelen te be-

s
hrijven. In dit hoofdstuk introdu
eren we het begrip fun
tie van één variabele en geven

we een overzi
ht van de klasse van polynoomfun
ties, ma
htfun
ties, exponentiële fun
-

ties en logaritmis
he fun
ties. Bovendien komt een aantal algebraïs
he basisvaardigheden

aan bod, zoals het oplossen van vergelijkingen en ongelijkheden.

Lijst van begrippen

• Fun
tie van één variabele

• Nulpunt van een fun
tie

• Snijpunt van gra�eken van fun
ties

• Lineaire fun
tie

• Kwadratis
he fun
tie

• Polynoomfun
tie

• Ma
htfun
tie

• Exponentiële fun
tie

• Logaritmis
he fun
tie

1.1 Introdu
tie van fun
ties van één variabele

Voor het bes
hrijven van een verband tussen variabelen kunnen we gebruikmaken van het

wiskundige begrip fun
tie. In deze paragraaf introdu
eren we fun
ties van één variabele.

We starten met een voorbeeld waarin we laten zien hoe we een fun
tie kunnen gebruiken

om het verband te bes
hrijven tussen de kosten en de hoeveelheid die geprodu
eerd wordt

van een bepaald goed.

Voorbeeld 1.1: kostenfun
tie

Een manager heeft onderzoek verri
ht om de kosten in kaart te kunnen brengen van

een produ
tiepro
es. Het resultaat van dit onderzoek is een verband tussen het pro-

du
tieniveau q en de bijbehorende kosten C, dat hij gra�s
h kan weergeven in een

1



2 1. Fun
ties van één variabele

assenstelsel (zie �guur 1.1). In dit assenstelsel geeft de horizontale as het produ
-

tieniveau weer en de verti
ale as de bijbehorende kosten. Ofwel, de onafhankelijke

variabele (het produ
tieniveau) staat op de horizontale as en de afhankelijke variabele

(de kosten) staat op de verti
ale as.

q

C

Figuur 1.1 De kostenfun
tie van een produ
tiepro
es.

Een gra�s
h verband tussen het produ
tieniveau en de kosten is veelal niet toerei-

kend. Een manager wil voor elk produ
tieniveau q de bijbehorende kosten C(q) exa
t
weten. Dan is het handiger als het verband tussen het produ
tieniveau en de kosten

bes
hreven wordt door een fun
tie: dat is een rekenvoors
hrift dat voor elk toegelaten

produ
tieniveau q de kosten C berekent. Het rekenvoors
hrift dat past bij de gra�ek

van �guur 1.1 is

√
q. Dit rekenvoors
hrift geeft aan dat als het produ
tieniveau q de

waarde 9 heeft, de kosten

√
9 = 3 zijn, dat als het produ
tieniveau q de waarde 16

heeft, de kosten

√
16 = 4 zijn, enzovoorts.

Steeds worden dus de kosten verkregen door het rekenvoors
hrift

√
q toe te

passen op een waarde van het produ
tieniveau q. Omdat we aan negatieve waarden

van het produ
tieniveau geen betekenis toekennen, beperken we de werking van het

rekenvoors
hrift tot de waarden van q groter of gelijk aan 0. We kunnen 
on
luderen

dat de variabelen C en q voldoen aan de vergelijking C =
√

q. We zeggen dat `de

kosten C een fun
tie is van het produ
tieniveau q'.

Als de kosten C een fun
tie is van het produ
tieniveau q en we laten in het midden hoe

het rekenvoors
hrift eruitziet, dan noteren we het rekenvoors
hrift als C(q). Het verband
tussen C en q wordt dan gegeven door de vergelijking C = C(q). In het bovenstaande

voorbeeld staat C(q) dus voor
√

q.



1.1. Introdu
tie van fun
ties van één variabele 3

Fun
ties van één variabele

Een fun
tie van een variabele x is een rekenvoors
hrift y(x) waarmee voor iedere

toegelaten waarde van de variabele x pre
ies één getal, de fun
tiewaarde, wordt

berekend.

De verzameling van alle toegelaten waarden D van x wordt aangeduid als het

de�nitiegebied of het domein van de fun
tie.

De verzameling van alle mogelijke fun
tiewaarden wordt aangeduid als het bereik

van de fun
tie.

Als het de�nitiegebied D niet gegeven is bij een fun
tie, dan bestaat het de�nitiegebied

uit alle x waarvoor het fun
tievoors
hrift y(x) uitvoerbaar is. Als er extra restri
ties

worden opgelegd, dan wordt dit expli
iet aangegeven. Een dergelijke restri
tie, zoals

niet-negativiteit van x, kan bijvoorbeeld voortkomen uit de e
onomis
he interpretatie

van het model.

De fun
tiewaarden y(x) kunnen we opvatten als de waarden van een variabele. Als

we die variabele y noemen, dan voldoen y en x aan de vergelijking

y = y(x).

De variabele x in y(x) wordt de onafhankelijke, verklarende of inputvariabele genoemd

en de variabele y de afhankelijke, te verklaren of outputvariabele.

Fun
ties en variabelen worden aangeduid met letters of 
ombinaties van letters. Mis-

s
hien ben je gewend variabelen aan te geven met de letters x, y of z en een fun
tie met

de letter f (dus f (x) in plaats van y(x), zodat y = f (x)). Maar in de e
onomis
he theo-

rie kiest men vaak voor een letter of een 
ombinatie van letters die di
ht aanligt tegen de

betekenis van de variabele (p voor prijs, L (van het Engelse `Labour') voor arbeid, K (van

het Duitse `Kapital') voor kapitaal, w (van het Engelse `wage') voor loon, enzovoort) of

van het fun
tievoors
hrift (MC (van het Engelse `Marginal Cost') voor marginalekosten-

fun
tie, AC (van het Engelse `Average Cost') voor gemiddeldekostenfun
tie, enzovoort).

De gra�ek van een fun
tie y(x) is een �guur in een assenstelsel met twee assen, de

x-as en de y-as, die is opgebouwd uit de punten met de 
oördinaten (x, y(x)). Het is

gebruikelijk de onafhankelijke variabele x op de horizontale as uit te zetten en de afhanke-

lijke variabele y op de verti
ale as.

Voorbeeld 1.2: gra�ek van een fun
tie

In �guur 1.2 is de gra�ek getekend van de fun
tie y(x) = 1+
√

x + 2. Het de�nitiege-
bied van y(x) bestaat uit x ≥ −2 en het bereik uit y ≥ 1. In intervalnotatie is het

domein [−2, ∞) en het bereik [1, ∞).
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x

y

y(x) = 1 +
√

x + 2

−2

1

Figuur 1.2 De gra�ek van de fun
tie y(x) = 1 +
√

x + 2 in een (x, y)-assenstelsel.

Een snijpunt van de gra�ek van de fun
tie y(x) met de x-as kan bepaald worden door

het berekenen van een nulpunt van de fun
tie y(x).

Nulpunt van een fun
tie van één variabele

Een nulpunt van een fun
tie y(x) is een oplossing van de vergelijking y(x) = 0.

Een nulpunt a van de fun
tie y(x) geeft een snijpunt (a, 0) van de bijbehorende gra�ek

met de x-as.

Snijpunt van twee gra�eken

Een snijpunt van de gra�ek van een fun
tie y(x) met de gra�ek van een andere

fun
tie z(x) is een punt (a, b) waarvoor a een oplossing is van de vergelijking

y(x) = z(x) en b = y(a)(= z(a)).

Voor het bepalen van een snijpunt van de gra�eken van de fun
ties y(x) en z(x) wordt
eerst de x-
oördinaat van het snijpunt bepaald door de vergelijking

y(x) = z(x)

op te lossen. Vervolgens wordt de y-
oördinaat gevonden door de gevonden x-
oördinaat
in te vullen in een van de twee fun
ties.

Een snijpunt van de gra�ek van fun
tie y(x) met de y-as wordt gevonden door de

fun
tiewaarde in x = 0 uit te rekenen. Dus een snijpunt met de y-as wordt gegeven door
(0, y(0)).
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Voorbeeld 1.3: nul- en snijpunten

Bes
houw de fun
ties y(x) = −2x + 2 en z(x) = x − 4. Het nulpunt van y(x) is de

oplossing van y(x) = 0,

y(x) = 0 ⇔ −2x + 2 = 0

⇔ −2x = −2

⇔ x = 1.

Het punt (1, 0) is dus het snijpunt van de gra�ek van y(x) met de x-as. Een snijpunt van
de gra�ek van y(x) met de gra�ek van z(x) volgt uit een oplossing van de vergelijking

y(x) = z(x),

y(x) = z(x) ⇔ −2x + 2 = x − 4

⇔ −3x = −6

⇔ x = 2.

De x-
oördinaat van het snijpunt is dus x = 2. Door x = 2 in te vullen in de fun
tie

y(x) vinden we dat de y-
oördinaat gelijk is aan y(2) = −2. Merk op dat uiteraard

ook z(2) = −2. Het snijpunt wordt dus gegeven door (2,−2). Omdat y(0) = 2, snijdt

de gra�ek van y(x) de y-as in het punt (0, 2).

In de volgende paragrafen van dit hoofdstuk bekijken we enkele elementaire fun
ties van

één variabele, tekenen we de bijbehorende gra�eken, geven we enkele eigens
happen en

berekenen we nulpunten en snijpunten.

1.2 Overzi
ht van fun
ties van één variabele

1.2.1 Polynoomfun
ties

In deze paragraaf beginnen we met een overzi
ht van 
onstante, lineaire en kwadratis
he

fun
ties. Vervolgens geven we de algemene vorm van een polynoomfun
tie. Tijdens dit

overzi
ht komen ook het oplossen van vergelijkingen en ongelijkheden aan bod.

Constante fun
ties

Een fun
tie van de vorm

y(x) = c,

waarbij c een getal is, wordt een 
onstante fun
tie genoemd. Een 
onstante fun
tie heeft

dus voor elke x dezelfde fun
tiewaarde. Daarom is de gra�ek van een 
onstante fun
tie

een horizontale lijn.



6 1. Fun
ties van één variabele

Voorbeeld 1.4: gra�ek van een 
onstante fun
tie

De fun
tie y(x) = 3 is een voorbeeld van een 
onstante fun
tie en is getekend in �guur

1.3.

x

y

y(x) = 3

3

Figuur 1.3 De gra�ek van de 
onstante fun
tie y(x) = 3.

Merk op dat een 
onstante fun
tie y(x) = c geen nulpunt heeft als c 6= 0 en dat iedere

x een nulpunt is als c = 0.

Lineaire fun
ties

Een fun
tie van de vorm

y(x) = ax + b,

waarbij a en b getallen zijn (a 6= 0), wordt een lineaire fun
tie genoemd. Merk op dat

wanneer a = 0 de fun
tie y(x) een 
onstante fun
tie is. De gra�ek van een lineaire

fun
tie is een re
hte lijn. De helling van de lijn, ook wel ri
htings
oë�
iënt genoemd,

wordt gegeven door het getal a. Bij een lineaire fun
tie geeft de ri
htings
oë�
iënt

aan hoeveel de fun
tiewaarde verandert wanneer een input x met één eenheid toeneemt.

Omdat bij een lineaire fun
tie deze verandering dus altijd gelijk is aan a, geldt voor elke
x

y(x + 1)− y(x) = a.

Een lineaire fun
tie heeft een positieve helling als a > 0 en een negatieve helling als

a < 0. Merk op dat een 
onstante fun
tie een helling heeft gelijk aan 0.

Voorbeeld 1.5: gra�ek van een lineaire fun
tie

De gra�eken van de lineaire fun
ties y(x) = 3x + 2 en z(x) = −2x + 1 zijn getekend

in �guur 1.4 in een (x, y)-assenstelsel. De helling van de gra�ek van y(x) is gelijk aan
3 en de helling van de gra�ek van z(x) is gelijk aan −2.
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x

y

y(x) = 3x + 2

− 2
3

2

x

y

z(x) = −2x + 1

1

1
2

Figuur 1.4 De gra�ek van de fun
tie y(x) = 3x + 2 (links).

De gra�ek van de fun
tie z(x) = −2x + 1 (re
hts).

In het laatste voorbeeld van paragraaf 1.1 hebben we nulpunten en snijpunten uitgerekend

voor lineaire fun
ties. Voor lineaire fun
ties is het eenvoudig een algemene formule af te

leiden voor het snijpunt met de x-as en de y-as. Om het snijpunt van de gra�ek van een

lineaire fun
tie y(x) = ax + b met de x-as te bepalen, berekenen we het nulpunt van de

fun
tie y(x),

y(x) = 0 ⇔ ax + b = 0

⇔ ax = −b

⇔ x = − b

a
.

Omdat een lineaire fun
tie y(x) = ax + b sle
hts één nulpunt heeft, heeft de gra�ek ook

maar één snijpunt met de x-as. Dus het snijpunt van de gra�ek van een lineaire fun
tie

met de x-as is (− b
a , 0). Het snijpunt met de y-as wordt gevonden door x = 0 in het

fun
tievoors
hrift in te vullen: y(0) = b. Dus het snijpunt met de y-as is (0, b). Voor

een lineaire fun
tie y(x) = ax + b kunnen we dus 
on
luderen dat a de helling van de

lijn weergeeft, het nulpunt gelijk is aan − b
a en b de y-
oördinaat van het snijpunt van de

gra�ek met de y-as is.

Opgave 1.1 (nul- en snijpunt)

Bes
houw de fun
ties y(x) = 3x + 2 en z(x) = −5x + 4.
a) Teken de gra�eken van y(x) en z(x).
b) Bepaal de nulpunten van elk van deze fun
ties.


) Bepaal voor de gra�ek van elk van deze fun
ties het snijpunt met de x-as.
d) Bepaal voor de gra�ek van elk van deze fun
ties het snijpunt met de y-as.
e) Bepaal het snijpunt van de gra�eken van deze fun
ties.
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Opgave 1.2 (helling van een lijn)

De gra�ek van een lineaire fun
tie y(x) = ax + b gaat door de punten (2, 4) en (3, 9).

Bepaal a en b.

Kwadratis
he fun
ties

Een fun
tie van de vorm

y(x) = ax2 + bx + c,

waarbij a, b en c getallen zijn (a 6= 0) wordt een kwadratis
he fun
tie genoemd. Merk

op dat voor a = 0 de fun
tie of lineair (als b 6= 0) of 
onstant (als b = 0) is. De gra�ek
van een fun
tie van de vorm y(x) = ax2 + bx + c is een parabool. Dit is een dalparabool

als a > 0 en een bergparabool als a < 0.

Voorbeeld 1.6: gra�eken van kwadratis
he fun
ties

De gra�eken van de kwadratis
he fun
ties y(x) = −x2 + 2x + 3 en z(x) = 2x2 + 1 zijn

getekend in �guur 1.5. De gra�ek van de fun
tie y(x) is een bergparabool omdat de


oë�
iënt voor x2
gelijk is aan −1 (negatief), en de gra�ek van z(x) is een dalparabool

omdat de 
oë�
iënt voor x2
gelijk is aan 2 (positief).

x

y
y(x) = −x2 + 2x + 3

−1 3 x

y

z(x) = 2x2 + 1

1

Figuur 1.5 De gra�ek van de fun
tie y(x) = −x2 + 2x + 3 is een bergparabool (links).

De gra�ek van de fun
tie z(x) = 2x2 + 1 is een dalparabool (re
hts).

De snijpunten van de gra�ek van een kwadratis
he fun
tie y(x) = ax2 + bx + c met de

x-as worden bepaald door het oplossen van de kwadratis
he vergelijking

ax2 + bx + c = 0.
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Een kwadratis
he vergelijking kunnen we oplossen door gebruik te maken van de abc-
formule. Hierin speelt de dis
riminant een belangrijke rol. De dis
rimant van de kwadrati-

s
he vergelijking ax2 + bx + c = 0 is gelijk aan b2 − 4ac en wordt genoteerd met D,

D = b2 − 4ac.

Een kwadratis
he vergelijking heeft twee, één of nul oplossingen, afhankelijk van de

waarde van de dis
riminant. De oplossingen van een kwadratis
he vergelijking worden

weergegeven in het volgende dis
riminanten
riterium.

Dis
riminanten
riterum en abc-formule voor een kwadratis
he vergelijking

Voor een kwadratis
he vergelijking ax2 + bx + c = 0 met a 6= 0 geldt voor

D = b2 − 4ac het volgende:

(i) als D > 0, dan zijn de oplossingen van de kwadratis
he vergelijking

x =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
en x =

−b −
√

b2 − 4ac

2a
.

(ii) als D = 0, dan is de oplossing van de kwadratis
he vergelijking

x = − b

2a
.

(iii) als D < 0, dan heeft de kwadratis
he vergelijking geen oplossingen.

Voorbeeld 1.7: nulpunten van een kwadratis
he fun
tie

Bes
houw de fun
tie y(x) = −x2 + 2x + 3. Een nulpunt van y(x) is een oplossing van

de vergelijking

−x2 + 2x + 3 = 0.

De dis
riminant D = 22 − 4 · −1 · 3 = 16. Omdat D > 0 krijgen we volgens de

abc-formule de volgende twee oplossingen:

x =
−2 +

√
22 − 4 · −1 · 3

2 · −1
= −1 en x =

−2 −
√

22 − 4 · −1 · 3

2 · −1
= 3.

De snijpunten van de gra�ek met de x-as zijn (−1, 0) en (3, 0), zoals ook te zien is in

�guur 1.5.

Opgave 1.3 (nulpunten van een kwadratis
he fun
tie)

Bepaal de nulpunten van elk van de volgende kwadratis
he fun
ties:

a) y(x) = x2 + 7x + 6. b) y(x) = 4x2 + 2x + 1.
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Opgave 1.4 (gra�ek van een kwadratis
he fun
tie)

Bes
houw de twee fun
ties y(x) = x2 + 4x + 3 en z(x) = −x2 + 6.
a) Teken de gra�ek van de fun
ties y(x) en z(x).
b) Bereken de snijpunten van de gra�eken van deze fun
ties.

Wanneer we twee fun
ties bes
houwen zijn niet alleen de snijpunten interessant, maar

ook de waarden van x waarvoor de fun
tiewaarde van één fun
tie groter of kleiner is dan

de fun
tiewaarde van de andere fun
tie. Om dit soort vraagstukken op te lossen moeten

we ongelijkheden oplossen. Voor het oplossen van de ongelijkheid f (x) ≥ g(x) gebruiken
we het volgende stappenplan.

Oplossen ongelijkheid f (x) ≥ g(x)

Stap 1. De�nieer de fun
tie h(x) = f (x)− g(x).
Stap 2. Bepaal de nulpunten van h(x).
Stap 3. Maak een tekenoverzi
ht van h(x).
Stap 4. Lees in het tekenoverzi
ht af waar h(x) ≥ 0.

Con
lusie: De waarden waarvoor h(x) ≥ 0 zijn dezelfde als

waarvoor f (x) ≥ g(x).

Het spreekt vanzelf dat op soortgelijke wijze de ongelijkheden f (x) > g(x), f (x) ≤ g(x)
en f (x) < g(x) opgelost kunnen worden. In het volgende voorbeeld illustreren we het

stappenplan voor het oplossen van een ongelijkheid.

Voorbeeld 1.8: ongelijkheden oplossen

Bes
houw de fun
ties f (x) = x2 + 2 en g(x) = −3x. We willen alle waarden van x
bepalen waarvoor f (x) ≥ g(x).

Stap 1. De�nieer de fun
tie h(x) = f (x)− g(x).
We krijgen h(x) = f (x)− g(x) = x2 + 2 − (−3x) = x2 + 3x + 2.

Stap 2. Bepaal de nulpunten van h(x).

h(x) = 0 ⇔ x2 + 3x + 2 = 0

⇔ x = −1 of x = −2,

waarbij de oplossingen zijn gevonden door gebruik te maken van de abc-formule.

Stap 3. Maak een tekenoverzi
ht van h(x).
Het tekenoverzi
ht van h(x) wordt verkregen door de nulpunten op een re
hte lijn

te zetten. Dit verdeelt de lijn in drie intervallen: (−∞,−2), (−2,−1) en (−1, ∞).
De fun
tiewaarden van h(x) in één interval hebben allemaal hetzelfde teken. Dit

betekent dat alle fun
tiewaarden allemaal positief of allemaal negatief zijn in het be-

tre�ende interval. Dus, door een willekeurige waarde te kiezen in (−∞,−2) kunnen
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